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SURFACES DE STEIN ASSOCIE´ES AUX SURFACES DE
KATO INTERME´DIAIRES
LAURENT BATTISTI
Re´sume´. Let S be an intermediate Kato surface, D the divisor consis-
ting of all rational curves of S, S˜ the universal covering of S and ‹D the
preimage of D in S˜. We prove two results about the surface S˜ \ ‹D : it
is Stein (which was already known when S is either a Enoki or a Inoue-
Hirzebruch surface) and we give a necessary and sufficient condition so
that its holomorphic tangent bundle is holomorphically trivialisable.
—–
Soient S une surface de Kato interme´diaire, D le diviseur forme´
des courbes rationnelles de S, S˜ le reveˆtement universel de S et ‹D la
pre´image de D dans S˜. On donne deux re´sultats concernant la surface
S˜ \ ‹D, a` savoir qu’elle est de Stein (ce qui e´tait connu dans le cas ou` S
est une surface d’Enoki ou d’Inoue-Hirzebruch) et on donne une condi-
tion ne´cessaire et suffisante pour que son fibre´ tangent holomorphe soit
holomorphiquement trivialisable.
1. Introduction
Les surfaces de la classe VII de Kodaira sont les surfaces complexes com-
pactes dont le premier nombre de Betti vaut 1 ; on appelle surface de la
classe VII0 une surface de la classe VII qui est minimale. Le cas de ces
surfaces dont le second nombre de Betti b2 est nul est entie`rement compris,
il s’agit ne´cessairement d’une surface de Hopf ou d’une surface d’Inoue et
le cas b2 > 0 est toujours e´tudie´ actuellement ; il a e´te´ conjecture´ qu’elles
contiennent toutes une coquille sphe´rique globale. La preuve de ce re´sultat
terminerait la classification des surfaces complexes compactes.
Les surfaces a` coquille sphe´rique globale, qui nous inte´ressent ici, peuvent
eˆtre obtenues selon un proce´de´ duˆ a` Kato (voir [11]), que l’on rappelle dans
la section suivante. Ces surfaces se divisent en trois classes, les surfaces
d’Enoki, d’Inoue-Hirzebruch et enfin les surfaces interme´diaires.
E´tant donne´s une surface minimale S a` coquille sphe´rique globale, D le
diviseur maximal de S forme´ des b2(S) courbes rationnelles de S et $ :‹S → S le reveˆtement universel de S, nous allons de´montrer que ‹S \ D˜ (ou`
D˜ = $−1(D)) est une varie´te´ de Stein. Ce re´sultat e´tait de´ja` connu pour les
surfaces d’Enoki et d’Inoue-Hirzebruch ; nous allons le montrer dans le cas
Le financement de cette recherche est assure´ par la Re´gion Provence-Alpes-Coˆte
d’Azur dans le cadre d’une bourse doctorale re´gionale.
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2 LAURENT BATTISTI
des surfaces interme´diaires. Dans la dernie`re partie et toujours dans le cas
des surfaces interme´diaires, on donne une condition pour que le fibre´ tan-
gent holomorphe de la varie´te´ ‹S \ D˜ soit holomorphiquement trivialisable,
a` savoir que la surface S soit d’indice 1.
2. Pre´liminaires
On dit qu’une surface compacte S contient une coquille sphe´rique globale
s’il existe une application qui envoie biholomorphiquement un voisinage de
la sphe`re S3 ⊂ C2 \ {0} dans S et telle que le comple´mentaire dans S de
l’image de la sphe`re par cette application soit connexe.
Toute surface contenant une coquille sphe´rique globale peut eˆtre obtenue de
la fac¸on suivante : e´tant donne´es une succession finie d’e´clatements pi1, ..., pin
de la boule unite´ B de C2 au-dessus de 0 et pi := pi1 ◦ · · · ◦ pin : Bpi → B la
compose´e de ces e´clatements, ainsi qu’une application σ : B → Bpi biholo-
morphe sur un voisinage de B, on recolle les deux bords de Ann(pi, σ) :=
Bpi \ σ(B) a` l’aide de l’application σ ◦ pi :
La surface obtenue posse`de un groupe fondamental isomorphe a` Z et son
second nombre de Betti est e´gal a` n (voir [2]). Il s’agit d’une construction
due a` Kato [11]. Dans la suite, on appellera surface de Kato une surface
complexe compacte minimale contenant une coquille sphe´rique globale, dont
le second nombre de Betti est non nul.
Dans [2], Dloussky e´tudie le germe contractant d’application holomorphe
ϕ = pi◦σ : B → B associe´ a` la construction pre´ce´dente. Ce germe de´termine
a` isomorphisme pre`s la surface e´tudie´e (proposition 3.16 loc. cit.).
Soit S une surface de Kato ; on note D le diviseur maximal de S forme´ des
b2(S) courbes de S, ‹S le reveˆtement universel de S et D˜ la pre´image de D
dans ‹S.
SURFACES DE STEIN ASSOCIE´ES AUX SURFACES DE KATO INTERME´DIAIRES 3
Suivant les notations de [2], on obtient la surface ‹S en recollant une infinite´
d’anneaux Ai (i ∈ Z) isomorphes a` Ann(pi, σ), en identifiant le bord pseudo-
concave de Ai au bord pseudo-convexe de Ai+1 via l’application σ ◦ pi. La
surface ‹S posse`de deux bouts, note´s 0 et∞, le bout 0 posse´dant une base de
voisinages ouverts strictement pseudo-convexes (les
⋃
i>j Ai pour j ∈ Z) et le
second une base de voisinages strictement pseudo-concaves (les
⋃
i6j Ai pour
j ∈ Z). Enfin on de´finit un automorphisme G de ‹S en posant G(zi) := zi+1
ou` zi et zi+1 sont les images dans Ai et Ai+1 respectivement d’un meˆme
point z ∈ Ann(pi, σ).
Fixons une courbe compacte C de ‹S avec C ⊂ A0. On note (“SC , pC) l’ef-
fondrement de ‹S sur la courbe C, c’est-a`-dire la donne´e d’une surface “SC
n’ayant qu’un bout, d’une application holomorphe pC de ‹S dans “SC , biho-
lomorphe sur un voisinage du bout ∞ dans ‹S sur un voisinage du bout de“SC , telles que “C = pC(C) soit une courbe d’auto-intersection −1.
La proposition 3.4 de [2] nous assure l’existence d’une telle application pC
pour toute courbe compacte C de ‹S, et d’un point 0̂C ∈ “C tel que pC soit
e´galement biholomorphe entre ‹S \ p−1C (0̂C) et “SC \ {0̂C}.
De plus, la restriction de pC au comple´mentaire de D˜ est un biholomor-
phisme entre ‹S \ D˜ et “SC \ pC(D˜). Enfin, il existe une application holo-
morphe FC de “SC \ {0̂C} dans lui-meˆme, contractante en 0̂C , conjugue´e a` ϕ
et biholomorphe sur “SC \ pC(D˜).
3. La varie´te´ ‹S \ D˜ est de Stein
Les surfaces de Kato se divisent en trois classes : les surfaces d’Enoki,
d’Inoue-Hirzebruch et enfin les surfaces interme´diaires (voir [5]).
Dans le cas des surfaces d’Inoue-Hirzebruch et celles d’Enoki, le fait que ‹S\D˜
soit de Stein est de´ja` connu : pour une surface d’Inoue-Hirzebruch, la varie´te´‹S \ D˜ est un domaine de Reinhardt holomorphiquement convexe (voir [13],
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proposition 2.2) tandis que pour une surface d’Enoki, on a ‹S \ D˜ ∼= C∗ ×C
qui sont bien dans chaque cas des varie´te´s de Stein. Il reste donc a` e´tudier
le cas des surfaces interme´diaires.
Favre a donne´ dans [7] des formes normales pour les germes contractants
d’applications holomorphes et on peut en particulier donner la forme du
germe associe´ a` une surface interme´diaire, a` savoir qu’une telle surface est
associe´e au germe ϕ de (C2, 0)→ (C2, 0) donne´ par
(1) (z, ζ) 7→ (λζsz + P (ζ) + c sk
k−1
ζ
sk
k−1 , ζk)
ou` λ ∈ C∗, k, s ∈ N avec k > 1 et s > 0, et P (ζ) = cjζj + ...+ csζs avec les
conditions suivantes : 0 < j < k, j 6 s, cj = 1, c sk
k−1
= 0 quand sk
k−1 6∈ Z ou
λ 6= 1 et enfin pgcd{k,m | cm 6= 0} = 1. On trouve dans [12] une condition
pour que deux tels germes soient conjugue´s (et de´terminent donc deux sur-
faces isomorphes).
L’objectif de cette section est de de´montrer, dans le cas de surfaces in-
terme´diaires, le
The´ore`me 3.1. La surface ‹S \ D˜ est de Stein.
Dans un premier temps (section 3.1), on montre qu’il est suffisant de se
ramener a` la situation du the´ore`me 3.2 e´nonce´ ci-dessous. Pour cela, nous
allons e´crire notre surface comme re´union croissante d’ouverts et nous ver-
rons que seule une hypothe`se manque a priori pour pouvoir effectivement
appliquer ce the´ore`me, a` savoir que chaque paire constitue´e de deux tels
ouverts conse´cutifs est de Runge. C’est dans la section 3.2 qu’on prouve que
cette hypothe`se est bien ve´rifie´e.
3.1. Re´duction du proble`me. Reprenons les notations pre´ce´dentes et
donnons-nous un germe de la forme (1). On regarde la surface interme´diaire
S associe´e et on choisit une courbe C de ‹S donne´e par la proposition 3.16 de
[2] ; quitte a` renume´roter les Ai on suppose que C ⊂ A0. Notre objectif est
de prouver que la varie´te´ “SC \ pC(D˜) est de Stein, en utilisant le the´ore`me
suivant (voir [10], the´ore`me 10 p. 215) :
The´ore`me 3.2. Soient X un espace analytique complexe et (Xi)i∈N une
suite croissante de sous-espaces de X qui soient de Stein. Supposons que
X =
⋃
Xi et que chaque paire (Xi+1, Xi) est de Runge, i.e. l’ensemble
O(Xi)|Xi+1 des restrictions a` Xi des applications holomorphes sur Xi+1 est
dense dans O(Xi). Alors X est de Stein.
Notons :
- “Ai := pC(Ai) pour tout i ∈ Z et
- Ai := pC(⋃j>iAj) pour i 6 0,
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de sorte qu’on a Ai ⊂ Ai−1 et “SC \ pC(D˜) = ⋃
i60
Ai \ pC(D˜).
Chaque Ai \ pC(D˜) est strictement pseudo-convexe, donc de Stein. De plus,
on a FC(“Ai) = “Ai+1 pour i 6 −1, car le diagramme‹S G //
pC

‹S
pC
“SC FC // “SC
est commutatif (c.f. [2], proposition 3.9). Ainsi, on a
(2) FC(Ai−1 \ pC(D˜)) = Ai \ pC(D˜)
Supposons e´tabli le fait que la paire (A0 \ pC(D˜), FC(A0 \ pC(D˜))) est de
Runge. Alors la paire (A−1 \ pC(D˜),A0 \ pC(D˜)) est automatiquement de
Runge par l’e´galite´ (2) ci-dessus, et par re´currence chaque paire (Ai−1 \
pC(D˜),Ai \pC(D˜)) est de Runge. Nous sommes alors en mesure d’appliquer
le the´ore`me 3.2 qui nous dit que la re´union des Ai \ pC(D˜) est de Stein.
Le proble`me est donc ramene´ a` montrer que le couple (A0 \ pC(D˜), FC(A0 \
pC(D˜))) est de Runge.
Remarque 3.3. L’ensemble A0 \ pC(D˜) est biholomorphe a` une boule ou-
verte centre´e en 0 prive´e d’une droite complexe. En effet, on peut e´crire
ϕ = pi ◦ σ ou` pi est une succession d’e´clatements de la boule au-dessus de
0 ∈ C2, σ : B → pi−1(B) est une application de´finie sur un voisinage de
B et biholomorphe sur son image, et ϕ est de la forme normale (1). Par le
choix de la courbe C, la proposition 3.16 p. 33 de [2] nous donne l’isomor-
phisme A0 \ pC(D˜) ∼= B \ ϕ−1(0) et en utilisant la forme de ϕ, on voit que
ϕ−1(0) = {ζ = 0}.
Finalement, de´montrer que (A0 \ pC(D˜), FC(A0 \ pC(D˜))) est de Runge
revient a` prouver que c’est le cas de la paire (B \ {ζ = 0}, ϕ(B \ {ζ = 0}))
pour une boule B ⊂ C2 centre´e en 0 (en notant (z, ζ) les coordonne´es de
C2). C’est l’objet de la section suivante.
3.2. La paire (B \ {ζ = 0}, ϕ(B \ {ζ = 0})) est de Runge. Etant donne´
un germe ϕ de la forme (1), introduisons en premier lieu quelques notations :
1. Remarquons tout d’abord que chaque point de C×∆∗ posse`de exactement
k ante´ce´dents par ϕ, ou` ∆∗ est le disque unite´ ouvert de C prive´ de 0.
Notons g l’automorphisme de C×∆∗ suivant :
g : (z, ζ) 7→
Ç
ε−sz +
P (ζ)− P (εζ)
λεsζs
, εζ
å
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ou` ε est une racine primitive k-ie`me de l’unite´, de sorte que ϕ ◦ g = ϕ.
Pour tout ` ∈ Z, on a
g`(z, ζ) =
(
(ε`)−sz +
P (ζ)− P (ε`ζ)
λ(ε`)sζs
, ε`ζ
)
et gZ ∼= Z/kZ. L’automorphisme g permute les ante´ce´dents d’un meˆme
point de l’application ϕ.
2. On notera e´galement q(z, ζ) le polynoˆme z
k−1∏
`=1
a`(z, ζ)ζ
n` ou` a`(z, ζ) est
la premie`re composante de g`(z, ζ) et n` = s−min{n|cn(1− (ε`)n) 6= 0},
qui est bien de´fini et positif ou nul vu la dernie`re hypothe`se sur les coeffi-
cients de P , a` savoir pgcd{k,m | cm 6= 0} = 1. Le polynoˆme q(z, ζ) est en
particulier de la forme q(z, ζ) = z(c+(z, ζ)) ou` (z, ζ) −−−−→
(z,ζ)→(0,0)
0 et c 6= 0.
3. Pour η > 0, on note Uη l’ouvert {(z, ζ) ∈ C2 | |q(z, ζ)| < η}. Soient a, b
et c trois re´els strictement positifs, on de´finit les ensembles
Ka,b := {(z, ζ) ∈ C2 | |z|2 + |ζ|2 6 a2, |ζ| > b} = B(0, a) ∩ {|ζ| > b}
et
La,b,c := D(0, a)× Ab,c
(ou` Ab,c est l’anneau ouvert centre´ en 0 de rayons b < c). Enfin, on pose
Ka,b :=
k−1⋃
`=0
g`(Ka,b)
et
La,b,c :=
k−1⋃
`=0
g`(La,b,c).
Remarque 3.4. Pour a, b et c assez petits, les compacts g`(La,b,c) (resp.
g`(Ka,b)) sont disjoints deux a` deux : ceci est une conse´quence du fait que
la fonction ϕ est localement injective autour de l’origine de C2, ce qui est
de´montre´, par exemple, dans [5], section 5. En particulier, les ensembles
La,b,c et Ka,b posse`dent chacun k composantes connexes.
D’autre part, on a Ka′,b′ ⊂ La,b,c pour b′ > b et a′ 6 min{a, c}, ce qui
entraˆıne notamment Ka′,b′ ⊂ La,b,c.
Enfin, pour η > 0 fixe´, il existe Aη > 0 tel que pour tous re´els t et δ avec
0 < t < δ < Aη, on ait Lδ,t,δ ⊂ Uη : en calculant |q(z, ζ)| pour (z, ζ) ∈ Lδ,t,δ
on voit qu’il suffit de choisir δ assez petit pour avoir
(3) |δ|
k−1∏
`=1
(|δn`+1|+ 2(|cs−n` |+ |cs−n`+1|δ + ...+ |cs|δn`)/λ) < η.
On appelle Vη,δ l’ensemble Uη ∩ {|ζ| 6 δ}.
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Proposition 3.5. Pour δ > 0 assez petit et pour tout ε1 ∈]0, δ[, le compact
Kδ,ε1 est holomorphiquement convexe.
Preuve : En premier lieu, remarquons que l’enveloppe holomorphiquement
convexe de Vη,δ est l’adhe´rence V η,δ de cet ensemble. On note :
- “Kδ,ε1 l’enveloppe holomorphiquement convexe de Kδ,ε1 ,
- “K`δ,ε1 (resp. V `η,δ) la composante connexe de “Kδ,ε1 (resp. V η,δ) qui contient
g`(Kδ,ε1), pour ` ∈ {0, ..., k − 1}.
E´tape 1 : Montrons tout d’abord que pour η et δ assez petits et pour tout
ε1 < δ, on a V
0
η,δ ∩Kδ,ε1 = Kδ,ε1 , autrement dit que la composante connexe
de V η,δ qui contient Kδ,ε1 ne rencontre aucune autre composante de Kδ,ε1 .
Soient δ > ε1 > 0. Pour ` ∈ {1, ..., k − 1}, on a
g`(Kδ,ε1) ⊂ g`(Lδ,ε1,δ) = {(z, ζ) ∈ C2 | |ak−`(z, ζ)| 6 δ, |ζ| ∈ [ε1, δ]}.
En particulier, pour (z, ζ) ∈ g`(Lδ,ε1,δ), on a z =
P (εk−`ζ)− P (ζ)
λζs
+ w ou`
|w| 6 δ. En de´veloppant, cette e´galite´ devient
z = λ−1ζ−n`
Ä
cs−n`((ε
−`)s−n` − 1)+cs−n`+1((ε−`)s−n`+1 − 1)ζ + ...
...+ cs((ε
−`)s − 1)ζn`ä+ w.
Autrement dit, z est de la forme
λ−1ζ−n`((cs−n`((ε
−`)s−n` − 1) + ζR`(ζ, w))
ou` R` est un polynoˆme et par de´finition de n`, le terme cs−n`((ε
−`)s−n` − 1)
est non nul.
Graˆce a` cette dernie`re expression de z, on voit que lorsque n` > 0, pour
n’importe quelle constante C > 0 et lorsque δ est assez petit, tout e´le´ment
(z, ζ) ∈ g`(Lδ,ε1,δ) ve´rifie |z| > C.
8 LAURENT BATTISTI
Dans le cas ou` n` = 0 (donc cs 6= 0), on a |z| = |λ−1(cs((ε−`)s− 1)) +w| est
supe´rieur a` une constante non nulle pour δ assez petit.
Posons alors α := 1
2
min
`
{|cs((ε`)s− 1)| | `s 6≡ 0[k]} si cs 6= 0 et α := 1 sinon.
Par ce qui pre´ce`de, il existe une constante A > 0 telle que pour tous δ < A
et ε1 < δ on ait, pour chaque ` ∈ {1, ..., k − 1} et tout e´le´ment (z, ζ) de
g`(Lδ,ε1,δ), l’ine´galite´
(4) |z| > α.
Fixons de´sormais η > 0 ve´rifiant les deux conditions suivantes :
1. 2η/|c| < α (ou` c 6= 0 est le facteur de z dans le de´veloppement limite´ de
q en (0, 0), a` savoir q(z, ζ) = z(c+ (z, ζ))), et
2. |c+ (z, ζ)| > |c|/2 pour tout (z, ζ) ∈ D(0, 3η/|c|)× D(0, 3η/|c|).
Choisissons maintenant δ < min{A,Aη, 2η/|c|} et ε1 ∈]0, δ[. Alors on a
Lδ,ε1,δ ⊂ Uη (remarque 3.4) et l’ine´galite´ (4) ci-dessus est ve´rifie´e.
Pour tout |z| 6 δ et |ζ| ∈ [ε1, δ] on a (z, ζ) ∈ Kδ,ε1 ⊂ V 0η,δ. Soit maintenant
` ∈ {1, ..., k − 1} et (z, ζ) un point de g`(K), on a |z| > α et ceci entraˆıne
que (z, ζ) 6∈ V 0η,δ.
En effet, supposons le contraire : la projection de V 0η,δ sur la premie`re co-
ordonne´e e´tant connexe, et comme δ < 2η/|c| < α, il devrait exister un
e´le´ment (z′, ζ ′) ∈ V 0η,δ avec |z′| = 2η/|c|, ce qui est impossible puisque dans
ce cas |q(z′, ζ ′)| > 2η|c| (|c|/2) = η.
Ainsi, la composante connexe V 0η,δ de V η,δ qui contient Kδ,ε1 ne rencontre
aucune autre composante de Kδ,ε1 , ce qu’il fallait de´montrer.
A` partir de maintenant, on omet les indices δ, ε1.
E´tape 2 : Montrons a` pre´sent que “K0 = K. Par l’e´tape 1, et comme“K0 ⊂ V 0, on sait que “K0 ne rencontre pas d’autre composante de K que
l’ensemble K lui-meˆme.
Soit (z0, ζ0) ∈ “K0 \K. On suppose que |ζ0| > ε1 (sinon (z0, ζ0) 6∈ “K), donc
ne´cessairement |z0|2 + |ζ0|2 > δ2. Comme la boule ferme´e B := B(0, δ) est
holomorphiquement convexe dans C2, il existe une fonction h holomorphe
sur C2 telle que |h(z0, ζ0)| > ‖h‖B. Notons respectivement m0 et mB les
quantite´s |h(z0, ζ0)| et ‖h‖B, ainsi que mK̂ la quantite´ ‖h‖K̂, qui est finie
puisque “K est compact.
Conside´rons la fonction χK̂0 de´finie sur
“K valant 1 sur “K0 (en particulier
sur K) et 0 sur “K \ “K0 (en particulier sur g`(K) pour ` 6≡ 0[k]).
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Le the´ore`me 6’ p. 213 de [10] nous dit que la fonction χK̂0 est limite uni-
forme sur “K de fonctions holomorphes sur C×∆∗. Soit donc f une fonction
holomorphe ve´rifiant ‖f−χK̂0‖K̂ < ε′ avec ε′ < min
{
m0
mK̂ +m0
,
m0 −mB
m0 +mB
}
et appelons F l’application (z, ζ) 7→ h(z, ζ)f(z, ζ).
Pour (z`, ζ`) ∈ g`(K) (avec ` ∈ {1, ..., k − 1}), on a l’ine´galite´
|F (z`, ζ`)| 6 ‖F − hχK̂0‖K̂ + |h(z`, ζ`)χK̂0(z`, ζ`)|.
Le second terme du membre de droite est nul ; quant au premier, il est
majore´ par mK̂ε
′. De plus, on a |F (z0, ζ0)| = m0|f(z0, ζ0)| > m0(1 − ε′)
d’une part, et pour tout (z, ζ) ∈ K on a
|F (z, ζ)| 6 |h(z, ζ) Äf(z, ζ)− χK̂0(z, ζ)ä |+ |h(z, ζ)χK̂0(z, ζ)|
donc |F (z, ζ)| 6 mBε′ + mB d’autre part. Le choix de ε′ nous assure que
max{mK̂ε′,mB(ε′+1)} < m0(1−ε′). Autrement dit, nous avons montre´ que
(z0, ζ0) 6∈ “K, d’ou` une contradiction. Ainsi, on a bien e´tabli que “K0 = K.
E´tape 3 : Il nous reste a` conclure. Remarquons que l’enveloppe holomorphe
convexe “K de K est e´galement stable par g et supposons qu’il existe `0 ∈
{1, ..., k − 1} et un point (z`0 , ζ`0) ∈ “K`0 \ g`0(K). Alors on a les inclusions
suivantes :
K ⊂ g−`0(“K`0) ⊂ “K0,
la dernie`re inclusion provenant du fait que la continuite´ de g entraˆıne la
connexite´ de g−`0(“K`0). On a donc g−`0(z`0 , ζ`0) ∈ “K0 = K, d’ou` une contra-
diction.
Finalement, on a e´tabli que
k−1⋃
`=0
“K` = K. Comme K est une re´union de com-
posantes connexes de “K, c’est un sous-ensemble ouvert et ferme´ de “K, donc
holomorphiquement convexe par le corollaire 8 p. 214 de [10]. 
Notons O(C × ∆∗) l’alge`bre des fonctions holomorphes sur C × ∆∗ et
ϕ∗(O(C×∆∗)) l’alge`bre des e´le´ments de O(C×∆∗) invariants par le groupe
gZ. Si A est une alge`bre de fonctions holomorphes, on note “KA l’enveloppe
de K par rapport a` l’alge`bre A. On a montre´ que “KO(C×∆∗) = K.
Corollaire 3.6. On a “Kϕ∗(O(C×∆∗)) = K.
Preuve : En effet, pour x 6∈ K, on a :
(5) ¤ (gZ.x) ∪ KO(C×∆∗) = (gZ.x) ∪ K.
Ceci de´coule du fait que si p 6∈ K, pour q 6∈ {p}∪K, il existe f1 ∈ O(C×∆∗)
telle que ‖f1‖K < f1(q). Apre`s avoir e´ventuellement multiplie´ f1 par une
constante, on peut supposer que f1(q) = 1. Comme p 6= q, il existe e´galement
une fonction f2 ∈ O(C×∆∗) qui ve´rifie f2(p) = 0, f2(q) 6= 0 et ‖f2‖K 6 1/2 ;
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quitte a` remplacer f1 par des puissances d’elle-meˆme, on peut supposer que
‖f1‖K 6 |f2(q)| et dans ce cas on a ‖f1f2‖K∪{p} < |f1(q)f2(q)|. Ainsi, on
a Ÿ {p} ∪ KO(C×∆∗) = {p} ∪ K ; par conse´quent, en ajoutant un nombre fini
de points a` K l’ensemble obtenu reste holomorphiquement convexe, et on a
bien l’e´galite´ (5).
On conside`re alors la fonction f qui vaut 1 sur gZ.x et 0 sur K, qui est
holomorphe sur (gZ.x) ∪ K. Alors (the´ore`me 6’ p. 213 de [10]) il existe une
fonction h ∈ O(C×∆∗) telle que ‖f − h‖ < 1/2.
En de´finissant la fonction holomorphe H :=
1
k
k−1∑
j=0
(h ◦ gj), il sort que l’on a
|H(x)− 1| < 1/2
tandis que pour tout y ∈ K, on a |H(y)| < 1/2, donc x 6∈ “Kϕ∗(O(C×∆∗)). 
Corollaire 3.7. Soit δ un re´el positif donne´ par la proposition 3.5. Alors,
la paire
(B(0, δ) \ {ζ = 0}, ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}))
est de Runge.
Preuve : On se donne un compact A de ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}), il est inclus
dans un certain ϕ(Kδ−1/p,1/q) (pour p et q assez grands et avec δ > 1/p+1/q).
L’enveloppe de A par rapport a` l’alge`bre des fonctions holomorphes sur
B(0, δ) \ {ζ = 0} est incluse dans ϕ(Kδ−1/p,1/q) par le corollaire 3.6, donc
compacte. Ainsi ϕ(B(0, δ) \ {ζ = 0}) est holomorphiquement convexe par
rapport aux fonctions holomorphes de B(0, δ) \ {ζ = 0}, ce qui nous donne
la conclusion ([10], corollaire 9 p. 214). 
3.3. Une ge´ne´ralisation. Soit ϕ un germe de (C3, 0) dans (C3, 0) donne´
par
(6) (z, ζ, ξ) 7→ (λζrξsz + P (ζ, ξ), ζk, ξ`)
ou` λ ∈ C∗, k, `, r, s ∈ N avec k, ` > 1, pgcd(k, `) = 1 et r, s > 0, et
P (ζ, ξ) =
r∑
i1=j1
s∑
i2=j2
ci1,i2ζ
i1ξi2
avec les conditions suivantes : 0 < j1 < k, 0 < j2 < `, j1 6 r, j2 6 s et
cj1,j2 6= 0.
Nous ajoutons une hypothe`se supple´mentaire, a` savoir que pour tout ε ∈ Uk
(racines k-ie`mes de l’unite´) et τ ∈ U` avec ετ 6= 1 ∗, il existe des entiers n
∗. Comme k et ` sont premiers entre eux, ceci revient a` dire que ε et τ ne sont pas
simultane´ment e´gaux a` 1.
SURFACES DE STEIN ASSOCIE´ES AUX SURFACES DE KATO INTERME´DIAIRES11
et m et un polynoˆme Q avec Q(0, 0) 6= 0, tels que l’on ait l’e´galite´ :
(7) P (ζ, ξ)− P (εζ, τξ) = ζnξmQ(ζ, ξ).
Donnons quelques classes d’exemples de polynoˆmes ve´rifiant cette dernie`re
condition :
1. P (ζ, ξ) =
min(r,s)∑
p=1
apζ
pξp avec ou bien pgcd{k, p | ap 6= 0} = 1, ou bien
pgcd{`, p | ap 6= 0} = 1,
2. P (ζ, ξ) = ζs
′ r∑
p=1
apξ
p avec pgcd{`, p | ap 6= 0} = 1 et 1 6 s′ 6 s,
3. P de la forme pre´ce´dente, mais en intervertissant les roˆles de ζ et ξ.
Etant donne´es εk et τ` deux racines primitives k-ie`me et `-ie`me de l’unite´
respectivement, notons g l’automorphisme de C×(∆∗)2 qui a` (z, ζ, ξ) associe
(ε−rk τ
−s
` z +
P (ζ, ξ)− P (εkζ, τ`ξ)
λεrkτ
s
` ζ
rξs︸ ︷︷ ︸
ak,l(z, ζ, ξ)
, εkζ, τ`ξ),
et X l’ensemble B(0, 1) \ {ζξ = 0}. La condition (7) permet d’adapter le
raisonnement de la preuve de la proposition 3.5 et de ses deux corollaires
dans cette situation, en posant cette fois-ci
q(z, ζ, ξ) = z
k−1∏
i=1
`−1∏
j=1
ak,`(z, ζ, ξ)ζ
nkξm` .
Ainsi la paire (X,ϕ(X)) est de Runge. On obtient alors une varie´te´ de
Stein en recollant une infinite´ de´nombrable de copies de X \ ϕ(X) graˆce
a` l’application ϕ. Il est possible de ge´ne´raliser cette dernie`re construc-
tion en prenant un germe de (Cn+1, 0) dans lui-meˆme, de´fini cette fois par
(z, ζ1, ..., ζn) 7→ (λζs11 ...ζsnn z + P (ζ1, ..., ζn), ζk11 , ..., ζknn ) avec des conditions
directement analogues a` celles donne´es ci-dessus.
4. Invariants
Revenons a` pre´sent a` notre situation de de´part. On note de´sormais X la
varie´te´ ‹S \ D˜. Etant donne´ un groupe G, on appelle espace K(G, 1) tout
espace topologique connexe dont le groupe fondamental est isomorphe a` G
et qui posse`de un reveˆtement universel contractile.
Exemple 4.1. Le cercle unite´ S1 est un espace K(Z, 1).
Remarquons tout d’abord que la varie´te´ X est un espace K(Z[ 1
k
], 1). En
effet, pi1(X) ∼= Z[ 1k ] et son reveˆtement universel C × H (c.f. [3] et [8]) est
contractile.
Le the´ore`me I de [6] (pp. 482-483) nous dit alors que les groupes de co-
homologie de X sont isomorphes a` ceux du groupe Z[ 1
k
], c’est-a`-dire que
pour tout n ∈ N et pour tout groupe G, on a un isomorphisme entre
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Hn(X,G) et Hn(Z[ 1
k
], G). De plus, on sait (loc. cit. pp. 488-489) que le
groupe H2(Z[ 1
k
], G) est isomorphe au groupe des extensions centrales de
Z[ 1
k
] par G. Une extension centrale est la donne´e d’une extension de groupe
0→ G i→ E p→ Z[ 1
k
]→ 0
ou` E est un groupe avec i(G) ⊂ Z(E), le centre de E.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver la
Proposition 4.2. Le groupe H2(X,C) est trivial.
Preuve : Par ce qui pre´ce`de, il suffit de montrer qu’une extension centrale E
de Z[ 1
k
] par C est ne´cessairement triviale, i.e. isomorphe au produit carte´sien
C× Z[ 1
k
]. Soit donc E une telle extension :
0→ C i→ E p→ Z[ 1
k
]→ 0.
Montrons que E est abe´lien. Soient x, y ∈ E et a ∈ N tels que p(x) et p(y)
appartiennent tous deux a` 1
ka
Z := { n
ka
, n ∈ Z} qui est un sous-groupe de
Z[ 1
k
] isomorphe a` Z.
L’extension E induit une extension F := p−1( 1
ka
Z) de 1
ka
Z par C, donc une
extension de Z par C :
0→ C i′→ F p′→ Z→ 0
Il existe une section s : Z → F (on choisit s(1) ∈ p′−1(1) et on pose
s(n) = ns(1) pour n ∈ Z) donc F est produit semi-direct de Z par C, donne´
par σ ∈ Hom(Z,Aut(C)). L’extension F e´tant elle aussi centrale, σ ≡ 1 est
l’unique possibilite´, i.e. F est abe´lien (il est isomorphe a` C × Z) donc x et
y commutent. Ainsi, E est abe´lien.
Il existe des sections s : Z[ 1
k
] 7→ E. Pour construire l’une d’elles, fixons
x0 ∈ p−1(1). Comme Z[ 1k ] ∼= E/i(C), il existe x′1 ∈ p−1(1/k) tel que
kx′1 = x0 + i(w) avec w ∈ C. On pose alors x1 := x′1 − i(w/k) et on
a kx1 = x0 ; on de´finit ainsi par re´currence les xi ∈ p−1(1/ki) ve´rifiant
kxi+1 = xi, et notre section est donne´e par s(n/k
a) = nxa pour n ∈ Z
et a ∈ N. L’existence d’une telle section nous dit que E est isomorphe au
produit semi-direct CoZ[ 1
k
] donne´ par σ ∈ Hom(Z[ 1
k
],Aut(C)). Le groupe
E e´tant abe´lien, on a ne´cessairement σ ≡ 1, i.e. E est isomorphe au produit
C× Z[ 1
k
]. 
Remarque 4.3. Le groupeH2(X,Z) n’est pas trivial ; il contient des e´le´ments
de torsion et des e´le´ments qui ne sont pas d’ordre fini. Le morphisme ρ
de la preuve du lemme 4.8 ci-apre`s fournit un exemple d’e´le´ment de tor-
sion, puisqu’on peut voir que ρk−1 admet un logarithme (voir de´finition
4.7 ci-dessous). Pour ce qui est des e´le´ments qui ne sont pas d’ordre fini,
donnons-en un exemple. Conside´rons le groupe Z[1
6
]. On a un isomorphisme
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de groupes ϕ : Z[1
6
]/Z[1
2
] ∼= Z[13 ]/Z et une injection i de ce groupe (le 3-
groupe de Pru¨fer) dans S1. Alors on peut voir que ρ := i◦ϕ n’est pas d’ordre
fini dans H2(X,Z). Ainsi, le groupe H2(X,Z) posse`de des e´le´ments d’ordre
infini dont l’image est nulle dans H2(X,Q), ceci est conse´quence du fait que
le groupe H1(X,Z) ∼= Z[ 1k ] n’est pas finiment engendre´ (voir [1], the´ore`me
4 p. 144).
E´tant donne´e une surface interme´diaire S et son germe associe´ sous la forme
normale (1), on de´finit l’indice de S comme le plus petit entier m tel que
k − 1 divise ms (voir [12]).
Il existe un feuilletage holomorphe F sur X de´fini par la 1-forme holomorphe
ω =
dζ
ζ
, qui ne s’annule nulle part (c.f. [4]). De fac¸on e´quivalente, les feuilles
de ce feuilletage sont les ensembles {ζ = const.}. Dans le cas ou` S est
d’indice 1, i.e. lorsque k− 1 divise s, il existe un champ de vecteurs tangent
a` ce feuilletage qui ne s’annule nulle part, autrement dit on a le
Lemme 4.4. Lorsque la surface S est d’indice 1, le fibre´ tangent au feuille-
tage TF est holomorphiquement trivialisable.
Preuve : Pour prouver cela, nous montrons qu’il suffit de conside´rer le
champ de vecteurs V sur X induit par le champ de vecteurs ‹V = ζ sk−1 ∂
∂z
sur C×∆∗, tangent au feuilletage de C×∆∗ de´fini par ω.
En effet, d’une part on remarque que X est le quotient de C×∆∗ par G ou`
G ∼= Z[ 1k ]/Z est le groupe forme´ des automorphismes de C×∆∗ de la forme
g`kn(z, ζ) = (zε
−`s kn−1
k−1
kn +
n−1∑
i=0
λn−i−1ζsk
i+1 k
n−i−1−1
k−1 (P (ζk
i
)−ε−`sk
i+1 k
n−i−1−1
k−1
kn P ((ε
`
knζ)
ki))
λn(ε`knζ)
s k
n−1
k−1
, ε`knζ)
pour n ∈ N, ` ∈ {0, ..., kn − 1} et avec εkn = e 2ipikn . Ceci provient du fait que
X est le quotient de C × Hg par le groupe {γnγ`1γ−n | n, ` ∈ Z} ∼= Z[ 1k ] ou`
Hg = {w ∈ C | <(w) < 0}, γ(z, w) = (λzesw + P (ew), kw) et γ1(z, w) =
(z, w + 2ipi) (voir [4], proposition 2.3 et section 4). On conside`re alors le
quotient par le sous-groupe {γnγkn`1 γ−n | n, ` ∈ Z} ∼= Z ce qui nous donne
bien X = (C×∆∗)/G.
D’autre part, un champ de vecteurs ‹V de´fini sur C×∆∗ induit un champ de
vecteurs tangent a` X lorsqu’il est invariant par le groupe G, i.e. s’il ve´rifie :
(8) D(g`kn)z,ζ(
‹V (z, ζ)) = ‹V (g`kn(z, ζ)).
Cette condition est bien ve´rifie´e par ‹V puisque l’on a l’e´galite´ ε−`s kn−1k−1kn ζ sk−1 =
(ε`knζ)
s
k−1 . Comme ω(‹V ) = 0, on a bien montre´ que V ∈ H0(X,TF). 
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Remarque 4.5. On peut montrer qu’un champ de vecteurs sur X de la
forme f(z, ζ) ∂
∂z
(ou` f est une holomorphe ne s’annulant nulle part) existe
bien si et seulement si la surface S est d’indice 1, autrement dit on a une
e´quivalence dans le lemme pre´ce´dent. C’est une conse´quence de la condition
(8) et le raisonnement est analogue a` celui qui sera fait dans le lemme 4.8.
La trivialite´ du fibre´ TF entraine celle du fibre´ tangent TX, ce que nous
voyons a` pre´sent.
Lemme 4.6. Lorsque le fibre´ TF est holomorphiquement trivialisable, le
fibre´ tangent holomorphe TX de X l’est aussi.
Preuve : E´tant donne´ que nous avons une section holomorphe globale
V de TF , il nous suffit d’exhiber un deuxie`me champ de vecteurs global,
line´airement inde´pendant de V en chaque point. Par de´finition, on peut
trouver un recouvrement de X par des ouverts Ui et sur chacun d’eux un
champ de vecteurs Wi qui soit line´airement inde´pendant de V sur Ui. Quitte
a` remplacer Wi par Wi/ω(Wi) on peut supposer que ω(Wi) ≡ 1 sur Ui, de
sorte que ω(Wi,j) = 0 sur Ui,j := Ui ∩ Uj, ou` l’on a pose´ Wi,j := Wi −Wj.
La famille (Wi,j) forme donc un cocyle de H
1(X,TF) qui est aussi un co-
bord par le the´ore`me B de Cartan. Ainsi il existe un champ de vecteurs Zi
sur chaque Ui tel que Zi − Zj = Wi,j. Posons ‹Yi := Wi − Zi, de sorte que‹Yi = ‹Yj sur Ui,j, i.e. les ‹Yi se recollent en une section holomorphe globale
de TX. Nous avons deux champs de vecteurs V et ‹Y ve´rifiant ω(V ) ≡ 0
et ω(‹Y ) ≡ 1, ce qui nous assure qu’ils sont line´airement inde´pendants en
chaque point de la varie´te´ e´tudie´e. 
Nous voulons a` pre´sent e´tablir un lien entre le fait que S soit d’indice 1 et
la trivialite´ du fibre´ canonique de X.
On conside`re la suite exacte courte 0 → Z → C → C∗ → 0 de faisceaux,
qui donne lieu a` la suite exacte longue de cohomologie · · · → H1(X,Z) →
H1(X,C)→ H1(X,C∗)→ H2(X,Z)→ H2(X,C)→ · · · . Toujours d’apre`s
le the´ore`me I de [6], on a les isomorphismes
H1(X,Z) ∼= Hom(Z
î
1
k
ó
,Z) = 0,
H1(X,C∗) ∼= Hom(Z
î
1
k
ó
,C∗) = C∗
et
H1(X,C) ∼= Hom(Z
î
1
k
ó
,C) ∼= C.
D’autre part le groupe H2(X,C) est trivial, d’ou` l’on tire finalement la suite
exacte courte
0→ H1(X,C) e2ipi·→ H1(X,C∗) c→ H2(X,Z)→ 0.
De´finition 4.7. On dira qu’un e´le´ment ρ de H1(X,C∗) admet un loga-
rithme lorsqu’il existe un morphisme ρ′ de Z[ 1
k
] dans C tel que e2ipiρ′ = ρ.
SURFACES DE STEIN ASSOCIE´ES AUX SURFACES DE KATO INTERME´DIAIRES15
Ainsi, l’image par c d’un e´le´ment ρ ∈ H1(X,C∗) est triviale dans H2(X,Z)
si et seulement si ρ admet un logarithme ρ′.
Lemme 4.8. Si le fibre´ canonique de X est holomorphiquement triviali-
sable, alors la surface S est d’indice 1.
Preuve : Le fibre´ canonique de X est le fibre´ des 2-formes holomorphes
sur X ; raisonnons par l’absurde et supposons qu’il est holomorphiquement
trivialisable et que la surface S n’est pas d’indice 1. Alors il existe une 2-
forme holomorphe globale sur X qui ne s’annule nulle part. Une telle forme
provient d’une 2-forme holomorphe sur le reveˆtement C×∆∗ de X donne´e
par f(z, ζ)dz ∧ dζ (ou` f est une fonction holomorphe sur C × ∆∗ qui ne
s’annule nulle part) qui soit stable par le groupe G = {gαkn | n ∈ N, α ∈
{0, ..., kn − 1}}, i.e. ve´rifie l’e´quation
(gαkn)
∗(f(z, ζ)dz ∧ dζ) = f(z, ζ)dz ∧ dζ
(pour tout n ∈ N et α ∈ {0, ..., kn − 1}). Ceci donne la condition suivante
sur la fonction f :
(9) e2ipi
α
kn
(s k
n−1
k−1 −1)f(z, ζ) = f(gαkn(z, ζ)).
Conside´rons l’homomorphisme de groupes
ρ : Z[ 1
k
] −→ S1.
α
kn
7−→ e2ipi αkn (s k
n−1
k−1 −1)
Il induit un fibre´ plat Lρ au-dessus de X, qui est holomorphiquement tri-
vialisable si et seulement si ρ admet un logarithme, puisque H1(X,O∗) ∼=
H2(X,Z) car X est de Stein. E´tant donne´ que la fonction f ve´rifie la condi-
tion (9) ci-dessus, elle de´finit une section holomorphe du fibre´ plat Lρ au-
dessus de X.
Ainsi pour pouvoir aboutir a` une contradiction, il nous reste a` voir que ρ
n’admet pas de logarithme (et donc qu’une telle fonction f n’existe pas).
Remarquons tout d’abord que l’application σ : α
kn
7→ e2ipi−αkn ( sk−1+1) est un
homomorphisme de Z[ 1
k
] dans S1 qui admet un logarithme. Ainsi, ρ admet
un logarithme si et seulement si l’homomorphisme ϕ := ρ/σ : α
kn
7→ e2ipi αsk−1
admet un logarithme.
Soit m l’indice de la surface S. Comme k − 1 n’est pas un diviseur de s,
le noyau de ϕ est pre´cise´ment mZ[ 1
k
] et cet homomorphisme n’admet donc
pas de logarithme. En effet, si un tel morphisme ρ′ existait, sa restriction a`
mZ[ 1
k
] serait un homomorphisme a` valeurs dans Z, ne´cessairement trivial.
On aurait alors m.ρ
Ä
1
kn
ä
= 0, i.e. ρ
Ä
1
kn
ä
= 0 pour tout n ∈ N. 
Remarque 4.9. On a en fait une e´quivalence dans le lemme pre´ce´dent.
Lorsque la surface S est d’indice 1, on conside`re la forme ζ−(
s
k−1+1)dz ∧ dζ,
qui trivialise le fibre´ canonique.
Les trois lemmes pre´ce´dents ont en particulier comme conse´quence la
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Proposition 4.10. Soient S une surface interme´diaire et X = ‹S \ D˜. Les
trois assertions suivantes sont e´quivalentes :
1. La surface S est d’indice 1,
2. Le fibre´ tangent au feuilletage TF de X est holomorphiquement triviali-
sable,
3. Le fibre´ tangent holomorphe TX de X est holomorphiquement triviali-
sable.
Preuve : Vu les lemmes 4.4 et 4.6, il suffit de montrer que la troisie`me
assertion entraine la premie`re. C’est une conse´quence du lemme 4.8, car si
S n’est pas d’indice 1, le fibre´ canonique de X n’est pas holomorphiquement
trivialisable. Dans ce cas, le fibre´ cotangent de X et donc le fibre´ tangent
TX ne le sont pas non plus. 
Remarque 4.11. Le proble`me suivant demeure non re´solu actuellement
(voir [9]) : une varie´te´ de Stein de dimension n dont le fibre´ tangent holo-
morphe est holomorphiquement trivialisable est-elle ne´cessairement un do-
maine de Riemann au-dessus de Cn ? Nous ne connaissons pas la re´ponse
pour les surfaces de Stein que l’on vient de conside´rer.
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